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Non line´arite´ des fonctions boole´ennes
donne´es par des traces de polynoˆmes
de degre´ binaire 3
Eric Fe´rard∗, Franc¸ois Rodier†
Re´sume´
Nous e´tudions la non line´arite´ des fonctions de´finies sur F2m ou`
m est un entier impair, associe´es aux polynoˆmes de degre´ 7 ou a` des
polynoˆmes plus ge´ne´raux.
Keywords : fonction boole´enne, non line´arite´, indice de somme des
carre´s, courbe supersingulie`re de genre 2.
1 Introduction
La non-line´arite´ d’une fonction boole´enne f : Fm2 −→ F2 est la distance
de f a` l’ensemble des fonctions affines a` m variables (voir les § 2.2). C’est un
concept important.
Il intervient en cryptographie (cf. [3, 5, 6, 8]) pour construire des crypto-
syste`mes performants (chiffrements syme´triques), et dans la the´orie de codage
avec le vieux proble`me du rayon de recouvrement des codes de Reed-Muller
d’ordre 1.
La non-line´arite´ est infe´rieure a` 2m−1 − 2m/2−1. Cette limite est atteinte
par les fonctions courbes (cf. le livre de MacWillams et de Sloane [15]) qui
existent seulement si le nombre de variables m des fonctions boole´ennes est
pair. Pour des raisons de se´curite´ en cryptographie, et aussi parce que les
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2fonctions boole´ennes doivent avoir d’autres proprie´te´s telles que l’e´quilibre ou
le degre´ alge´brique e´leve´, il est important d’avoir la possibilite´ de choix parmi
beaucoup de fonctions boole´ennes, non seulement des fonctions courbes, mais
e´galement des fonctions presque courbes dans le sens que leur non-line´arite´
est voisine de la non-line´arite´ des fonctions courbes.
Pour m impair, il serait particulie`rement inte´ressant de trouver des fonc-
tions avec une non-line´arite´ plus grande que celle de fonctions boole´ennes
quadratiques (appele´es presque optimales dans [2]). Ceci a e´te´ fait dans le
travail de Patterson et de Wiedemann [16] et e´galement de Langevin et Za-
notti [11] et plus re´cemment par Kavut, Maitra et Yu¨cel [12].
Soit q = 2m et k = F2m assimile´ comme espace vectoriel sur F2 a` F
m
2 .
Si G est un polynoˆme sur k, cela nous permet de construire une fonction
boole´enne TrG(x), ou` Tr est la trace de F2m sur F2, ou plutoˆt la fonction
χ(G(x)), avec des valeurs dans ±1, ou` nous de´notons par χ0 le caracte`re non
trivial unique de F2 dans les nombres complexes diffe´rents de ze´ro :
χ0(0) = 1 , χ0(1) = −1
et nous notons χ = χ0 ◦ Tr.
Pour m pair, on a cherche´ a` trouver des fonctions courbes de cette forme.
Pour mentionner seulement le cas des monoˆmes, on peut conside´rer les cas
connus (de Gold, de Dillon, des exposants de Niho) dans l’article de Lean-
der [10]. Ce sont des fonctions f : x −→ χ(axr) ou` r = 3 ou 5 (ou plus
ge´ne´ralement r = 2i + 1, ou` i est un nombre entier) et a ∈ k n’est pas de la
forme xr.
On aurait pu espe´rer que pour r = 7, ou parmi les fonctions
f : x −→ χ (G(x))
quand G est un polynoˆme du degre´ 7, il y a quelques fonctions qui sont
presque courbes au sens pre´ce´dent. Cela s’ave`re ne pas eˆtre le cas, mais nous
prouverons que pour m impair de telles fonctions ont les proprie´te´s de non-
line´arite´ plutoˆt bonnes (cf. section 4). Nous employons pour cela des re´sultats
re´cents de Maisner et de Nart au sujet des fonctions de zeˆta des courbes
supersingulie`res de genre 2 que nous avons regroupe´s dans les sections 5, 6,
7.
32 Pre´liminaires
2.1 Fonctions boole´ennes
Soit m un entier positif et q = 2m.
De´finition 2.1 Une fonction boole´enne a` m variables est une application de
l’espace Vm = (F2)
m dans F2.
Une fonction boole´enne est line´aire si c’est une forme line´aire sur l’espace
vectoriel (F2)
m. Elle est dite affine si elle est e´gale a` une fonction line´aire a`
une constante pre`s.
2.2 Non-line´arite´
De´finition 2.2 On appelle non-line´arite´ d’une fonction boole´enne f a` m va-
riables et on la note nl(f) la distance qui la se´pare de l’ensemble des fonctions
affines a` m variables :
nl(f) = min
h affine
d(f, h)
ou` d est la distance de Hamming.
On peut prouver que la non-line´arite´ est e´gale a`
nl(f) = 2m−1 − 1
2
‖f̂‖∞
ou`
‖f̂‖∞ = sup
v∈Vm
∣∣∣ ∑
x∈Vm
χ0(f(x) + v · x)
∣∣∣
et v · x denote le produit scalaire usuel de Vm. C’est le maximum de la
transforme´e de Fourier de χ0 (f) (ou la transforme´e de Walsh de f) :
f̂(v) =
∑
x∈Vm
χ0(f(x) + v · x).
On appellera ‖f̂‖∞ l’amplitude spectrale de la fonction boole´enne f . La for-
mule d’inversion est donne´e par
χ0(f(x)) =
1
q
∑
v∈Vm
f̂(v)χ0 (v.x)
4ou` l’on remarque que le dual de Vm est isomorphe a` Vm, avec la mesure
1
q
sur
chaque point. L’identite´ de Parseval peut s’e´crire
‖f̂‖22 =
1
q
∑
v∈Vm
f̂(v)2 = q
et, si f est une fonction boole´enne sur Fm2 :
√
q ≤ ‖f̂‖∞ ≤ q.
2.3 L’indice de somme des carre´s
Soit f une fonction boole´enne sur Vm. Zhang et Zheng ont introduit l’in-
dice de somme des carre´s [24] :
σf =
1
q
∑
x∈Vm
f̂(x)4 = ‖f̂‖44.
Nous remarquons que
‖f̂‖2 ≤ ‖f̂‖4 ≤ ‖f̂‖∞. (1)
La relation de cette fonction avec la non line´arite´ a e´te´ e´tudie´e par A. Can-
teaut et al. [2].
3 Les fonctions f : x −→ Tr (G(x)) ou` G est un
polynoˆme
3.1 Divisibilite´ de ‖f̂‖∞
Soit G(x) le polynoˆme
∑s
i=0 aix
i a` coefficients dans Fq et f la fonction
boole´enne Tr ◦G.
De´finition 3.1 Le degre´ binaire de G est la valeur maximum des σ(i) pour
0 ≤ i ≤ s, ou` σ(i) est la somme des chiffres de i e´crit en chiffre binaire.
On a la proposition suivante, due a` C. Moreno et O. Moreno [13], ge´ne´-
ralisant le the´ore`me d’Ax.
Proposition 3.1 Soit G un polynoˆme a` coefficients dans Fq, de degre´ bi-
naire d. Alors ‖f̂‖∞ est divisible par 2⌈md ⌉.
53.2 Cas ou` G est un polynoˆme de degre´ binaire 2
Les ‖f̂‖∞ sont multiples de 2⌈m2 ⌉. Donc, sim est pair ‖f̂‖∞ est un multiple
de q1/2, et sim est impair, de
√
2q. En particulier, sim est impair, l’amplitude
spectrale est supe´rieure ou e´gale a`
√
2q qui est e´gale a` celle des fonctions
boole´ennes quadratiques de rang maximal.
4 Les fonctions f : x −→ Tr (G(x)) ou` G est un
polynoˆme de degre´ binaire 3
On va simplement e´tudier le cas ou` G est un polynoˆme de degre´ binaire 2
auquel on a rajoute´ un monoˆme non nul de degre´ 7, c’est-a`-dire un polynoˆme
de la forme
G = a7x
7 +
s∑
0
bix
2i+1
ou` a7 6= 0 un polynoˆme de degre´ 7 a` coefficients dans k. Nous voudrions
e´valuer ‖f̂‖4 sur F2m , pour f(x) = Tr (G(x)) ou` Tr de´note la fonction trace
de Fq vers F2 :
Tr(x) =
m−1∑
i=0
x2
i
.
4.1 Evaluation de ‖f̂‖44
Proposition 4.1 La valeur de ‖f̂‖44 sur F2m quand m est impair et f(x) =
χ (G(x)) est telle que
|‖f̂‖44 − 3q2| ≤ 185.2s−1q3/2.
De´monstration –
La de´monstration sera donne´ dans la section 6.
Remarque 4.1 Ce re´sultat est a` comparer avec la proposition 5.6 de [17] ou`
on a montre´ que la distribution de ‖f̂‖44 pour toutes les fonction boole´ennes
est concentre´e autour de 3q2.
4.2 Bornes de ‖f̂‖∞
La de´monstration de ces bornes seront donne´es dans la section 7.
64.2.1 Borne infe´rieure
Proposition 4.2 Pour les fonctions f : x −→ χ (G(x)) sur F2m ou` G est
un polynoˆme donne´ au de´but de la section 4 et m est impair, on a, pour
m ≤ 11 + 2s √
2q ≤ ‖f̂‖∞.
Pour m ≥ 15 + 2s, on a de plus√
2q + 2⌈
m
3
⌉ ≤ ‖f̂‖∞.
Remarque 4.2 Il est connu que pour m impair et plus petit que 7, on a√
2q ≤ ‖f̂‖∞ pour toutes les fonctions boole´ennes. [9]
4.2.2 Borne supe´rieure
Proposition 4.3 On a
‖f̂‖∞ ≤ 6√q.
5 Etude de courbes hyperelliptiques
Pour de´montrer les re´sultats pre´ce´dents, on va e´tudier des courbes lie´es
au polynoˆme G.
On obtient d’abord l’expression simple de ‖f̂‖4 (cf. [17, 18]) :
‖f̂‖44 =
∑
x1+x2+x3+x4=0
χ (f(x1) + f(x2) + f(x3) + f(x4)) = q
2 +
∑
α6=0
α∈Vm
Xα
avec
Xα =
(∑
x∈k
χ (G(x) +G(x+ α))
)2
.
On note maintenant α un e´le´ment de k∗. On peut ve´rifier que
G(x+ α) +G(x) = G(α) + a7α
6x+ a7α
5x2 + a7α
4x3 + a7α
3x4 + a7α
2x5+
a7αx
6 +
s∑
0
bi(αx
2i + α2
i
x)
7Pour calculer Xα, on peut remarquer que la courbe d’e´quation y
2 + y =
G(x+ α) +G(x) est isomorphe a`
y2 + y = G(α)+
+
(
a7α
6 + a
1/4
7 α
3/4 + a
1/2
7 α
5/2 +
s∑
0
(biα)
2−i +
s∑
0
biα
2i
)
x+
+(a7α
4 + a
1/2
7 α
1/2)x3 + a7α
2x5
qui est une e´quation de la courbe C1 de genre 2 pour α 6= 0.
On a
Xα = (#C1 − q − 1)2.
5.1 La the´orie de van der Geer et van der Vlugt
Soit C1 la courbe d’e´quation affine :
C1 : y
2 + y = ax5 + bx3 + cx+ d
avec a 6= 0. Soit R le polynoˆme line´aire ax4 + bx2 + c2x. L’application
Q : k −→ F2
x 7−→ Tr(xR(x))
est la forme quadratique associe´ a` la forme symplectique
k × k −→ F2
(x, y) 7−→ < x, y >= Tr(xR(y) + yR(x)).
Le nombre de ze´ros de Q de´termine le nombre de points de C1 :
#C1(k) = 1 + 2#Q
−1(0)
Le radicalW de la forme symplectique <,> concide avec l’ensemble des ze´ros
dans k du polynoˆme F2-line´aire et se´parable
Ea,b = a
4x16 + b4x8 + b2x2 + ax.
On a : 0 ≤ w = dimF2W ≤ 4 et w ≡ m (mod. 2). La codimension du noyau
V de Q dans W est e´gale a` 0 ou 1. De plus, le polynoˆme Ea,b se factorise
dans k[x] ([22], Theorem 3.4) :
Ea,b(x) = xP (x)(1 + x
5P (x))
avec P (x) = a2x5 + b2x+ a.
8The´ore`me 5.1 (van der Geer - van der Vlugt [22])
Si V ⊂W , alors #C1(k) = 1 + q.
Si V =W , alors #C1(k) = 1 + q ±
√
2wq.
5.2 Les travaux de Maisner et Nart
Supposons que a = b et que le polynoˆme P ait au moins une racine z.
Alors, comme m est impair, il existe un unique ℓ ∈ k tel que ℓ3 = 1 + z−4.
Proposition 5.1 Si Tr ℓ = 0 alors le polynoˆme P a exactement trois racines
dans k et on a w = 3. Si Tr ℓ 6= 0 alors le polynoˆme P n’a qu’une racine
dans k, la composante restante est irre´ductible et on a w = 1.
De´monstration –
Voir Maisner et Nart [14] propositions 2.3 et 2.6.
5.3 Re´duction de la courbe y2 + y = G(x+ α) +G(x)
Soit λ = α + a
−1/4
7 α
−3/4.
5.3.1 Cas ou` λ = 0
Alors on a α7 = a−17 , donc l’e´quation de la courbe devient
y2 + y = G(α) + (a7α
6 + a
1/4
7 α
3/4 + a
1/2
7 α
5/2 +
s∑
0
bi(α
2−i + α2
i
))x+
+a7α
2x5
= d+ cx+ ax5
pour a = α−5.
Le polynoˆme P s’e´crit P (x) = a2x5 + a. Si m est impair il a une unique
racine z = a−1/5 = α. D’apre`s Maisner et Nart ([14], Propositions 2.5 et 2.3)
on est dans le cas ou` w = 1 donc W = {0, z}. Soit c le coefficient de x. On a
Tr(cz) = Tr
(
(1/α+ a
1/4
7 α
3/4 + a
1/2
7 α
5/2 +
s∑
0
(biα)
2−i +
s∑
0
biα
2i)α
)
= Tr(1 +
s∑
0
b2
−i
i α
2i+1
2i +
s∑
0
biα
1+2i)
= Tr 1 = 1
9On ve´rifie alors que
Q(z) = Tr (az5 + cz) = Tr (1 + cz) = 0
D’ou` V = W et donc Xα = 2q par le the´ore`me 5.1.
5.3.2 Cas ou` λ 6= 0
Cette courbe est isomorphe a`
y2 + y = ax5 + ax3 + cx+ d
avec
a = λ5a7α
2 = λ3(a7α
4 + a
1/2
7 α
1/2)
et λ = α + a
−1/4
7 α
−3/4. On a
a = 1 + a
−1/4
7 α
−7/4 + a
3/4
7 α
21/4 + a7α
7 (2)
et
c = 1 +
( s∑
0
(biα)
2−i +
s∑
0
biα
2i
)
λ + a7
1/2α7/2 + a
3/4
7 α
21/4 + a7α
7. (3)
5.4 Valeurs de Xα
Proposition 5.2 Supposons que m soit impair. Alors Xα = 0 , 2q ou 8q.
Soit ℓ = a
−1/3
7 α
−7/3. Alors
Xα = 8q si et seulement si
Tr ℓ = 0 , ℓ = v + v4 ,
Tr
(
ηv3
)
= 1 , Tr
(
η(v + v2)
)
= 1 ;
avec η = 1 +
s∑
0
(biα
1+2i)2
−i
+
s∑
0
biα
1+2i +
+a7
1/2α7/2 + a
1/4
7 α
7/4; (4)
Xα = 2q si et seulement si Tr ℓ = 1 ;
Xα = 0 dans les cas restant.
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De´monstration –
Si λ = 0, alors ℓ = 1 d’ou` Tr ℓ = 1. On a bien Xα = 2q d’apre`s 5.3.1.
Si λ 6= 0, on e´tudie le polynoˆme P = a2x5 + a2x + a. Remarquons que
z = λ−1α est racine de P . Donc
P = (x+ z)(a2x4 + a2x3z + a2x2z2 + a2xz3 + a2z4 + a2)
= a2z−4(x+ z)(x4z−4 + x3z−3 + x2z−2 + xz−1 + z−4 + 1).
La de´composition de P en composante irre´ductibles de´pend de e = 1 + z−4.
On a
e = 1+z−4 = 1+λ4α−4 = 1+(α4+a−17 α
−3)α−4 = 1+(1+a−17 α
−7) = a−17 α
−7.
Comme m est impair, on a k3 = k. Soit ℓ = e1/3. Alors, d’apre`s la proposition
5.1, on a {
w = 1 si Tr ℓ = 1
w = 3 si Tr ℓ = 0
D’apre`s le the´ore`me 5.1, on a
dans le premier cas, Xα = 0 ou 2q.
dans le deuxie`me cas, Xα = 0 ou 8q.
Premier cas, Tr ℓ = 1. On a W = {0, z} et
Q(z) = Tr(az5 + az3 + cz) = Tr(az + cz + 1)
car Tr(az3) = 0. Pour que Xα = 0 il faut et il suffit que Tr(a + c)z = 0. Des
e´quations (2) et (3) on de´duit
(a + c)z = 1 + a
1/4
7 α
7/4 + a
1/2
7 α
7/2 +
( s∑
0
biα
2−i +
s∑
0
biα
2i
)
α
= 1 + a
1/4
7 α
7/4 + a
1/2
7 α
7/2 +
( s∑
0
(biα
1+2i)2
−i
+
s∑
0
biα
1+2i
)
Donc Tr((a + c)z) = Tr 1 = 1 et Xα = 2q.
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Deuxie`me cas, Tr ℓ = 0. On a W =< z, z1, z2 >.
Pour que Xα = 0 il faut et il suffit que Tr(a + c)zi = 0 pour l’un des
i = 1, 2 ou que Tr(a + c)z = 0.
Les nombres zi sont racines de x
4z−4+x3z−3+x2z−2+xz−1+z−4+1 = 0.
On a e = 1 + z−4 = ℓ3 et ℓ = u + u2. D’ou`, d’apre`s Maisner et Nart [14]
(de´monstration du lemme 2.4) :
x4z−4 + x3z−3 + x2z−2 + xz−1 + z−4 + 1 =
(x2z−2 + uxz−1 + (1 + u)3)(x2z−2 + (u+ 1)xz−1 + u3)
On peut supposer Tr u = 0 (car Tr 1 = 1, donc u ou 1+ u a une trace nulle).
Soit donc u = v + v2. On a par conse´quent ℓ = v + v4. Alors le polynoˆme
x2z−2 + (u+ 1)xz−1 + u3 est re´ductible : ses racines sont : z(v(1 + u) + 1) =
z(v(1 + v + v2) + 1) = z(v3 + v + v2 + 1) et z(v(1 + u) + u) = zv3.
5.5 Calcul du nombre des α donne´s par la proposition
5.2
On peut e´valuer le nombre des α qui donnent chaque cas de la proposition
pre´ce´dente.
5.5.1 Le nombre des α tels que Xα = 2q
D’abord, on e´value le nombre des α tels que Tr ℓ = 1 dans la proposition
5.2.
Proposition 5.3 Le nombre N0 des valeurs de α telles que Xα = 2q ve´rifie∣∣∣N0 − q
2
∣∣∣ < 3q1/2.
De´monstration –
On a Tr ℓ = Tr(a
−1/3
7 α
−7/3). Le nombre de α dans k∗ tels que Tr(a
−1/3
7 α
−7/3) =
1 est e´gal au nombre N0 de x dans k
∗ tels que Tr(a
−1/3
7 x
7) = 1. De´finissons
S0 =
∑
x∈k
χ(a
−1/3
7 x
7) = N0 − (q −N0) = 2N0 − q.
On a |S0| < 6√q d’ou`
q − 6√q
2
≤ N0 = S0 + q
2
≤ q + 6
√
q
2
.
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5.5.2 Une courbe auxiliaire
On a besoin d’e´valuer le nombre des (α, v) ve´rifiant certaine conditions,
avec v tel que v + v4 = ℓ = a
−1/3
7 α
−7/3. Soit x−3 = α et a
−1/3
7 = γ.
Proposition 5.4 On conside`re la courbe C donne´e par l’e´quation
v + v4 = γx7
avec les coordonne´es x et v et le mode`le non singulier C˜. Alors le morphisme
C˜ −→ C est bijectif. La courbe a un unique point a` l’infini. Elle est de
genre 9. Les valuations au point (0, 0) sont v(0,0)(x) = 1 et v(0,0)(v) = 7. Les
valuations au point a` l’infini sont v∞(x) = −4 et v∞(v) = −7.
De´monstration –
Voir le livre de Stichtenoth [20] p. 200.
5.5.3 Bornes pour les sommes exponentielles
Sur la courbe C˜, on conside`re une fonction rationnelle f , qui n’est pas de
la forme φ2 + φ, avec φ un fonction rationnelle sur C˜. Soit
S =
∑
z∈C˜0(k)
′χ (f(z))
ou` la somme est de´finie sur les points rationnels sur k de C˜, qui ne sont pas
des poˆles de f . Soit (f)∞ le diviseur des poˆles de f et t le nombre de poˆles
de f , sans multiplicite´. La proposition suivante donne une borne pour les
sommes exponentielles S.
Proposition 5.5 On a
|S| ≤ (2g − 2 + t + deg(f)∞)√q
De´monstration –
Voir l’article de Bombieri, [4].
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5.5.4 Le nombre des (α, v) tels que Tr (ηv3) = 1
On e´value le nombre des (α, v) tels que Tr (ηv3) = 1, ou` η est donne´ par
(4).
On a
Tr
(
ηv3
)
= Tr
(
v3 +
s∑
0
v3(biα
1+2i)2
−i
+
s∑
0
v3biα
1+2i + v3
√
a7α
7/2 + v3a
1/4
7 α
7/4
)
= Tr
(
v3 +
s∑
0
(v3.2
i
+ v3)bix
−3−3.2i + (v6 + v12)a7x
−21
)
.
Sur la courbe C, on conside`re la fonction
f(x) = v3 +
s∑
0
(v3.2
i
+ v3)bix
−3−3.2i + (v6 + v12)a7x
−21.
Pour ve´rifier que f n’est pas de la forme φ2 + φ, on conside`re
ψ = γ1/4
x
v
(v3x−3)2
i−2
= γ1/4(vx−1)3.2
i−2−1.
Si i ≥ 2, on a
(v3.2
i
+ v3)x−3−3.2
i
+ ψ4 + ψ =
(x−3(γx7 + v) + γx4
v4
)
(v3x−3)2
i
+ v3x−3−3.2
i
+ ψ
= (x−3v−3)(v3x−3)2
i
+ v3x−3−3.2
i
+ ψ
Et sa valuation a` l’infini est donne´e par
v∞
(
(v3.2
i
+ v3)x−3−3.2
i
+ ψ4 + ψ
)
= v∞
(
(x−3v−3)(v3x−3)2
i
+ v3x−3−3.2
i
+ ψ
)
= 33− 9.2i
si i ≥ 3. C’est un entier ne´gatif impair.
En faisant de meˆme pour chaque entier i dans l’expression de f , on trouve
une fonction ψ telle que la valuation au point a` l’infini de f +ψ2+ψ soit un
entier impair ne´gatif.
On peut ve´rifier que la fonction f est de´finie sur chaque point fini de C
sauf peut-eˆtre en les points tels que x = 0.
On conside`re la somme
S1 =
∑
(x,v)∈C(k)−C∞
χ (f)
14
ou` C∞ = {(0, 0), (0, 1), (0, β), (0, β2),∞} et β est une racine primitive 3e`me
de l’unite´. Les poˆles de f ne peuvent eˆtre que parmi les points dans C∞. La
valuation de f a` l’infini est
v∞(f) ≥ inf(v∞(v3), v∞(bsx−3(1+2s)v3.2s)) ≥ −9.2s + 12
si s ≥ 2. La valuation de f en (0, 0) est
v(0,0)(f) = v(0,0)(v
3x−3−3.2
s
) = 21− 3(1 + 2s) = 18− 3.2s.
La valuation de v3.2
i
+ v3 en (0, 1) est
v(0,1)(v
3.2i + v3) = v(0,1)
(
(v3 + 1)
∏
δ∈F
2i
−{1}
(v3 − δ)
)
= v(0,1)
(x7
v
)
= 7.
La valuation de (v3.2
i
+ v3)x−3−3.2
i
en (0, 1) est donc
v(0,1)(v
3.2i + v3)x−3−3.2
i
= 7− 3− 3.2i = 4− 3.2i.
La valuation de v6 + v12 en (0, 1) est
v(0,1)(v
6 + v12) = 2v(0,1)(1 + v
3) = 2v(0,1)(x
7) = 14.
La valuation de (v6 + v12)x−21 en (0, 1) est
v(0,1)((v
6 + v12)x−21) = 14− 21 = −7.
La valuation de f en (0, 1) est finalement
v(0,1)(f) = inf(4− 3.2s,−7) = 4− 3.2s
si 4− 3.2s < −7 c’est-a`-dire si s ≥ 2.
Le meˆme calcul vaut pour la valuation de f en (0, β). On a donc, pour
s ≥ 2 :
deg(f)∞ = −3(4− 3.2s)− (18− 3.2s)− 12 + 9.2s = −42 + 21.2s
et
|S1| ≤ (18− 2 + 5− 42 + 21.2s)q1/2 = (21.2s − 21)q1/2.
Conside´rons sur la courbe C le nombre N1 des couples (α, v) tels que
Tr (ηv3) = 1. Alors
S1 =
∑
(x,v)∈C−C∞
χ (f) =
∑
Tr f=0
1−N1 = #C − 2N1 − 5
ou` #C est le nombre des points de la courbe C. Donc∣∣∣N1 − #C
2
∣∣∣ = |S1 + 5|
2
≤ 21.2
s − 21
2
q1/2 + 5/2.
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5.5.5 Le nombre des (α, v) tels que Tr (η(v2 + v)) = 1
Ensuite, nous e´valuons le nombre des (α, v) tels que Tr (η(v2 + v)) = 1,
ou` η est donne´ par (4).
Tr
(
η(v2 + v)
)
= Tr
(
(a
1/4
7 α
7/4 + a
1/2
7 α
7/2 + (
s∑
0
(biα
1+2i)2
−i
+
s∑
0
biα
1+2i))(v2 + v)
)
= Tr
(
a7γ
2x−7 +
s∑
0
(bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)
)
.
On de´finit la fonction g(x) = a7γ
2x−7 +
∑s
0(bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v).
Elle n’est pas de la forme φ2 + φ parce que avec ψ = γ1/2x2−3.2
s−1
, on a
v0,0(x
−3(1+2s)v + ψ2 + ψ) = v0,0(x
−3(1+2s)v + γ(x4−3.2
s
) + γ1/2x2−3.2
s−1
)
= v0,0(x
−3.2s(x−3(v4 + γx7) + γx4) + γ1/2x2−3.2
s−1
)
≥ inf(−3.2s + 25, 2− 3.2s−1)
d’ou`
v0,0(x
−3(1+2s)(v2 + v) + ψ2 + ψ) = −3.2s + 11
car −3.2s + 11 < −3.2s + 25 et −3.2s + 11 < 2 − 3.2s−1 si 3 < 2s−1 c’est-a`-
dire si s ≥ 3. Si s = 2, on obtient le meˆme re´sultat. En tout e´tat de cause,
v0,0(x
−3(1+2s)v + ψ2 + ψ) est un entier impair ne´gatif.
La valuation de x−21(v8 + v2) = x−7 en ∞ est
v∞(x
−21(v8 + v2)) = 84− 7.8 = 28.
La valuation de (bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v) en ∞ est
v∞
(
x−3(1+2
i)(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)
)
= 12(1 + 2i)− 7.2i+1 = −2.2i + 12.
Donc la fonction g a pour valuation a` l’infini
v∞(g) = −2.2i + 12.
La valuation de x−21(v8 + v2) = x−7 en (0, 0), . . ., (0, β2) est
v(0,0)(x
−21(v8 + v2)) = −21 + 7.2 = −7.
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La valuation de (bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)) en (0, 0) est
−3(1 + 2i) + 7 = 4− 3.2i.
La valuation de g en (0, 0) est
v(0,0)(g) = 4− 3.2s
si 4− 3.2s < −7, c’est-a`-dire si 11
3
< 2s c’est-a`-dire si s ≥ 2.
La valuation de (v2 + v)) en (0, 1) est
v(v2 + v) = v
( v4 + v
1 + v + v2
)
= v
( x7
1 + v + v2
)
= 7.
La valuation de (bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)) en (0, 1) est
v(0,0)(x
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)) = −3(1 + 2i) + 7 = 4− 3.2i.
La valuation de v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v en (0, β) est
v(0,β)(v
2i+1 + v2
i
+ v2 + v) = v(0,β)((v
2 + v)2
i
+ v2 + v)
= v(0,β)(v
2 + v + 1)
= 7.
La valuation de (bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)) en (0, β) est
v(0,β)
(
(bix
−3(1+2i))(v2
i+1
+ v2
i
+ v2 + v)
)
= −3(1 + 2i) + 7 = 4− 3.2i.
Donc la valuation de g en (0, 1), (0, β), (0, β2) est
v(0,v)(g) = 4− 3.2s
si 4− 3.2s < −7, c’est-a`-dire si 11
3
< 2s c’est-a`-dire si s ≥ 2.
Calculons maintenant
S2 =
∑
(x,v)∈C(k)−C∞
χ (g) .
La valuation de g en chacun de ces points finis est supe´rieure a` la plus faible
des valuations de (v2 − v8)/x21 et (bix−3(1+2i))(v2i+1 + v2i + v2 + v), elle est
donc plus grande que 4− 3.2s. La valuation de g a` l’infini est supe´rieure a` la
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plus faible des valuations de (v2−v8)/x21 et (bix−3(1+2i))(v2i+1+v2i +v2+v),
elle est donc plus grande que 12− 2s+1. Donc
deg(g)∞ ≤ 4(−4 + 3.2s)− 12 + 2s+1 = 14.2s − 28.
Par conse´quent, on a
|S2| ≤ (18− 2 + 5 + 14.2s − 28)q1/2 = 7(2s+1 − 1)q1/2.
Soit N2 le nombre des couples (α, v) tels que Tr (η(v
2 + v)) = 1. Alors
S2 =
∑
(x,v)∈C−C∞
χ (g) =
∑
Tr g=0
1−N2 = #C − 2N2 − 5
car #C∞ = 5. Donc∣∣∣N2 − #C
2
∣∣∣ = |S2 + 5|
2
≤ 7
2
(2s+1 − 1)q1/2 + 5
2
.
5.5.6 Le nombre des (α, v) tels que Tr (η(v2 + v)) = Tr (ηv3)
Ensuite, nous e´valuons le nombre des (α, v) tels que Tr (η(v2 + v)) =
Tr (ηv3) c’est-a`-dire Tr (η(v3 + v2 + v)) = 0. Nous avons a` calculer le nombre
des (x, v) tels que
Tr(g(x) + f(x)) = 0.
On conside`re la somme
S3 =
∑
(x,v)∈C(k)−C∞
χ (f + g) .
Pour ve´rifier que f+g n’est pas de la forme φ2+φ, il suffit de calculer valuation
en (0, 0) de f+g+bsφ
2+b1/2s φ comme dans la sous-section pre´ce´dente (5.5.5).
On a
v(0,0)f = 18− 3.2s et v(0,0)(g + bsφ2 + b1/2s φ) = 11− 3.2s.
On obtient dans tous les cas une valuation impaire ne´gative.
Par l’analyse pre´ce´dente, on a
deg(f + g)∞ = 21.2
s − 63 + 14.2s − 28 = 35.2s − 91
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Donc on a
|S3| ≤ (18− 2 + 5 + 35.2s − 91)q1/2 = (35.2s − 70)q1/2
Soit N3 le nombre des couples (α, v) tels que Tr (η(v
3 + v2 + v)) = 0.
Alors
S3 =
∑
(x,v)∈C−C∞
χ (f + g) = N3 −
∑
Tr f+g=1
1 = 2N3 −#C + 5
car #C∞ = 5. Donc∣∣∣N3 − #C
2
∣∣∣ = |S3 + 5|
2
≤ 1
2
(35.2s − 70)q1/2 + 5
2
.
5.5.7 Le nombre des α tels que Xα = 8q
Nous avons besoin d’un lemme.
Lemme 5.1 Soient deux fonctions φ et ψ de´finies sur un ensemble fini X a`
valeurs dans F2. Supposons que
#{x : φ(x) = 0} = N1
#{x : ψ(x) = 0} = N2
#{x : φ(x) = ψ(x)} = N3
Alors
#{x : φ(x) = ψ(x) = 0} = 1
2
(N1 +N2 +N3 −N)
ou` N est le nombre d’e´le´ments de X.
De´monstration –
Posons
{x : φ(x) = ψ(x) = 0} = N0,0 , {x : φ(x) = 0, ψ(x) = 1} = N0,1
{x : φ(x) = 1, ψ(x) = 0} = N1,0 , {x : φ(x) = ψ(x) = 1} = N1,1
On a
N0,0 +N0,1 = N1 , N0,0 +N1,0 = N2 , N0,0 +N1,1 = N3
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La somme des Ni,j e´tant e´gale a` N , on a donc
N =
∑
Ni,j = N0,0+(N1−N0,0)+(N2−N0,0)+(N3−N0,0) = N1+N2+N3−2N0,0
D’ou`
N0,0 =
N1 +N2 +N3 −N
2
Proposition 5.6 Le nombre N des valeurs de α telles que Xα = 8q ve´rifie∣∣∣N − q
8
∣∣∣ < 23.2s−1q1/2
pour q ≥ 32.
De´monstration –
D’apre`s la proposition 5.2, il faut calculer le nombre N ′ des points (x, v)
tels que Tr (ηv3) = 1 et Tr (η(v2 + v)) = 1. D’apre`s le lemme 5.1, ce nombre
ve´rifie
N ′ =
1
2
(N1 +N2 +N3 −#C)
=
1
2
(
N1 − #C
2
+N2 − #C
2
+N3 − #C
2
)
+
#C
4
et on a∣∣∣N ′ − #C
4
∣∣∣ = ∣∣∣1
2
(
N1 − #C
2
+N2 − #C
2
+N3 − #C
2
)∣∣∣
≤ 1
2
(21.2s − 21
2
q1/2 + 5/2 +
7
2
(2s+1 − 1)q1/2 + 5
2
+
1
2
(35.2s − 70)q1/2 + 5
2
)
≤ (15/4− 25q1/2 + 91.2(s−2)q1/2).
Comme pour chaque α tel que Tr (ηv3) = 1 et Tr (η(v2 + v)) = 1 il y a deux
valeurs de v (soit v et v + 1), le nombre N de tels α ve´rifie donc
∣∣∣N − #C
8
∣∣∣ ≤ (15/8− 25/2.q1/2 + 91.2(s−3)q1/2)
Comme m est impair, il existe une solution de v+v4 = γx7 si et seulement
si la trace Tr(γx7) est nulle et, dans ce cas, il y a exactement deux solutions.
Donc
#C(k) = 2#{Tr(γx7) = 0}+ 1 = S7 + q + 1
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ou` S7 est la somme exponentielle S7 =
∑
x∈k(−1)Tr(γx7). Donc
|#C(k)− q − 1| ≤ 6√q.
On a ∣∣∣N − q
8
∣∣∣ ≤ ∣∣∣N − #C
8
∣∣∣+ ∣∣∣#C
8
− q
8
− 1
8
∣∣∣+ 1
8
.
Donc le nombre N ve´rifie∣∣∣N − q
8
∣∣∣ ≤ 15/8− 25/2.q1/2 + 91.2(s−3)q1/2 + 3
4
q1/2 +
1
8
≤ 23.2s−1q1/2.
6 De´monstration de l’e´valuation de ‖f̂‖44 (pro-
position 4.1)
On de´duit facilement de la proposition 5.6 le calcul de la valeur de ‖f̂‖44.
Sachant que ∣∣∣N − q
8
∣∣∣ ≤ 23.2s−1q1/2∣∣∣N0 − q
2
∣∣∣ ≤ 3q1/2 + 1
calculons
‖f̂‖44 = q2 +
∑
α6=0
α∈Vm
Xα
= 3q2 + 8q(N − q/8) + 2q(N0 − q/2).
D’ou`
|‖f̂‖44 − 3q2| ≤ 8q
∣∣∣N − q
8
∣∣∣+ 2q∣∣∣N0 − q
2
∣∣∣
≤ 185.2s−1q3/2.
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7 De´monstration des bornes de ‖f̂‖∞ (propo-
sitions 4.2 et 4.3)
7.1 Borne infe´rieure
L’e´valuation du nombre des α tels que Tr ℓ = 1 dans la proposition 5.2
donne :
2q2 − 6q3/2 ≤ ‖f̂‖44.
On a ∑
α∈k∗
Xα ≥ 2qN ≥ 2q q − 6
√
q
2
= q2 − 6q3/2
et
‖f̂‖44 = q2 +
∑
α∈k∗
Xα ≥ 2q2 − 6q3/2.
Comme il est facile de montrer que
‖f̂‖44 ≤ q‖f̂‖2∞
nous obtenons 2q− 6q1/2 ≤ ‖f̂‖2∞, donc
√
2q− 3√2 ≤ ‖f̂‖∞, d’ou` le re´sultat
si m ≥ 7, parce que ‖f̂‖∞ est un entier divisible par 2⌈m/3⌉. Le re´sultat pour
m ≤ 7 est connu (cf. remarque 4.2).
On a, de plus
‖f̂‖44 ≥ 3q2 − 185.2s−1q3/2
par la proposition 4.1. On en de´duit que pour que ‖f̂‖44 de´passe 2q2, il suffit
que m ≥ 15 + 2s. Pour des raisons de divisibilite´, ‖f̂‖∞ est alors plus grand
que
√
2q + 2⌈
m
3
⌉.
7.2 Borne supe´rieure
On a, d’apre`s la borne de Weil
|f̂(v)| =
∣∣∣ ∑
x∈Vm
χ(f(x) + v · x)
∣∣∣ ≤ 6√q.
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